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Rachunek zdan

Badaniem zwigzkow miedzy zdaniami wypowiadanymi w matematyce zajmuje
sie logika matematyczna.

Zdaniem nazywamy w logice kazdg wypowiedz, o ktérej mozna stwierdzic,
ze jest prawdziwa lub fatszywa.

Zdania oznaczamy zwykle ma tymi literami: p, q, r, ... . Jesli zdanie p jest prawdziwe,
to méwimy, ze ma wartosc logiczng 1i piszemy w (p) =1. Jesli zdanie p jest fatszywe,
to méwimy, ze ma war tos¢ logiczng 0 i piszemy w (p)=0. Z danych zdan mozemy
utworzy¢ nowe zdania (ztozone), uzywajgc stow: i; lub; jesli ..., to; wtedy i tylko wtedy,
gdy; nieprawda, ze.

Zdanie: p i g nazywamy koniunkcjg zdan p, g i oznaczamy symbolem p=q.

Zdanie: p lub q nazywamy alternatywg zdan p, q i oznaczamy symbolem p=g.
Zdanie: Jesli p, to g nazywamy implikacjg o poprzedniku p i nastepniku q i oznaczmy
symbolem p = q. Zdanie: p wtedy i tylko wtedy, gdy q nazywamy rownowaznoscig
zdan p, g i oznaczmy symbolem p<>q. Zdanie: Nieprawda, ze p, nazywamy hegacja
zdania p i oznaczamy symbolem ~ p.

Wartosci logiczne powyzszych zdan ztozonych zalezg od wartosci logicznych zdan
sktadowych. Przyjmujemy, ze koniunkcja pAq jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy,
gdy oba zdania p, g sg prawdziwe. Alternatywa pvq jest praw dziwa wtedy i tylko
wtedy, gdy cho¢ jedno ze zdan p, g jest prawdziwe. Implikacja p = q jest fatszywa,
jesli zdanie p jest prawdziwe, a zdanie q fatszywe; w pozo statych przypadkach przyj-
mujemy, ze im plikacja jest prawdziwa. Rownowaznos¢ p & q jest prawdziwa wtedy
i tylko wtedy, gdy oba zdania p, g maja te

samag wartosc¢ logiczng, tzn. oba sa

prawdziwe lub oba fatszywe.

Negacja ~ p jest prawdziwa wtedy

i tylko wtedy, gdy zdanie p jest fatszywe.

Wyzej wy mienione zasady mozna

przedstawic¢ za pomoca tabelki

wartosci logicznych.

Prawem rachunku zdan nazywamy takie zdanie ztozone, ktére
jest zawsze praw dziwe, niezaleznie od wartosci logicz nych zdan sktadowych.

e Prawo podwdjnego przeczenia: p & ~ (~ p)

* Prawa de Morgana: ~ (pAQ)& (~ pv~Q);
~(pva)e(~pa~a)

* Prawo kontrapozyciji: (p = q)<(~q = ~ p)

* Prawo zaprzeczenia implikacji: ~ (p = q) & (pa~ Q)




Forma zdaniowa zmiennej x okreslong w zbiorze X, nazywamy wyrazenie zawierajg-
ce te zmienng, ktore staje sie zdaniem (prawdziwym lub fatszywym), gdy w miejsce
zmiennej wstawimy dowolny element ze zbioru X.

Na przyktad wyraze nie: x jest wieksze od 5, jest formg zdaniowg okres long
w zbiorze liczb rzeczywistych. Wstawiajgc za x liczbe 1, otrzymamy zdanie fatszywe,
a przyjmujgc x= 7 — zdanie prawdziwe.

Symbol 4\ nazywamy kwantyfikatorem ogolnym i czytamy:

dla kazdego x.

Symbol \x/ nazywamy kwantyfikatorem szczegoétowym i czytamy:
istnieje x takie, ze ... .

Jesli forme zdaniowa zmiennej x poprzedzimy kwantyfikatorem odnoszgcym sie do
tej zmiennej, to otrzymamy zdanie. Na przyktad:

A

x (x > 5) — zdanie fatszywe,.
\x/(X > 5) - zdanie prawdziwe.
¥

Zaprzeczeniem zdania /x\ p(x) jest zdanie x ~ p(x).

A

Zaprzeczeniem zdania \x/ p(x) jest zdanie x' ~ p(x).

Sa to prawa de Morgana dla zdan z kwan tyfikatorem.

Matematyka jako nauka aksjomatyczno-dedukcyjna

Matematyka jest naukg aksjomatyczno-dedukcyjng. Oznacza to, ze przyjmuje sie

w niej bez doktadnego okreslenia pewne pojecia pierwotne, oraz bez dowodu pewne
fakty (zwane aksjomatami). Wszystkie dalsze fakty (zwane twierdzeniami) wy prowa
dza sie z nich za pomoca poprawnych rozumowan. Jedynym kryterium popraw nosci
rozumowan stosowanych w mate matyce sg prawa logiki matematycznej. Wybor po-
je¢ pierwotnych i aksjomatéw moze by¢ réznorodny i zalezy od sposobu przed stawie
nia danej teorii. Na ogo6t za pojecia pierwotne przyjmuje sie pojecia intuicyjne jasne,

a za aksjomaty — fakty oczywiste. Przyktadami poje¢ pierwotnych sg: punkt, prosta,
zbidr, liczba naturalna. Przy ktadem aksjomatu jest przyjmowany w geometrii aksjo-
mat Euklidesa, méwigcy ze przez kazdy punkt ptaszczyzny prze chodzi do ktadnie
jedna prosta rownolegta do danej prostej. Twierdzenia matematyczne majg na ogét
postac implikacji: Z=T. Poprzednik Z tej implikacji nazywamy zatozeniem twierdzenia,
a nastepnik T — tezg twierdzenia. Twierdzeniem odwrotnym do twierdzenia Z =T na-
zywamy twierdzenie T =Z. Kontrapozycjg twierdzenia Z =T nazywamy twierdzenie
~T =~Z. Twierdzenie i jego kontrapozycja sg zawsze réwnowazne, tzn. majg te samag
wartos¢ logiczna.




Kazde twierdzenie matematyczne, ktore nie zostato zaliczone do aksjomatdw, nalezy
udowodni¢. Dowody twierdzern mogg mie¢ réozng budowe. Na przyktad dowod wprost
polega na tym, aby przyjmujgc zatozenia twierdzenia za prawdziwe, wywnioskowac,
ze teza jest prawdziwa. Dowod nie wprost polega na tym, ze do zatozen twierdzenia,
ktore przyjmujemy za prawdziwe, dotgczamy zaprzeczenie tezy. Nastepnie prowa-
dzimy rozumowanie az do otrzymania jakiejs sprzecznosci (z przyjetymi zatozenia-

mi, aksjomatami lub udowodnionymi wczesniej twierdzeniami). Wnioskujemy stad,

ze zaprzeczenie tezy jest fatszywe, czyli teza prawdziwa. Czasami, zamiast danego
twierdzenia, tatwiej jest udowodnic¢ jego kontrapozycje i skorzystac z faktu, ze oba te
twierdzenia sg rownowazne.




2. ALGEBRA ZBIOROW

Zbiory oznaczamy zwykle duzymi literami: A, B, C, ..., a ich elementy matymi literami:
a, b, c, .... Zapis a € A oznacza, ze a jest elementem zbioru A, a zapis a ¢ A oznacza,
ze a nie jest elementem zbioru A. Zbidr nie zawierajgcy zadnego elementu nazywamy
zbiorem pustym i oznaczamy symbolem @. Najczesciej zbidr okreslamy wymieniajgc
wszystkie jego elementy, np. {1, 3, 5}, lub podajgc warunki, jakie spetniajg elementy
tego zbioru i tylko one, np. {x € R: 2 Ux U 10}. W obu przypadkach uzywamy do zapi-
su nawiasu klamrowego { }. Jesli kazdy element zbioru A nalezy do zbioru B, to mé-
wimy, ze zbior A zawiera sie w zbiorze B i piszemy A< B. Zbiér A nazywamy wtedy
podzbiorem zbioru B. W szczegdlnosci:

gcAoraz AcCA

Jesli zbiory A i B sktadajg sie z tych samych elementéw, to moéwimy,
ze zbiory te sg rowne i piszemy A = B. Zachodzi rownowaznosc¢:

A=B & (AcBABCcA).

Zatozmy, ze mamy dane dwa zbiory: A i B. Zbidr ztozony z tych elementdw, ktére na-
Zbior ztozony z tych elementdw, ktére nale- lezg do A i do B nazywamy iloczynem (lub
zg do A lub do B nazywamy sumg zbioréw A czescig wspolng) zbioréw A i B i oznaczamy
i B i oznaczamy symbolem AvB. Zatem: symbolem A~B. Zatem:

X € AvB&S (x e Avx € B). XeAnB & (xe AAx € B).

A

Mowimy, ze zbiory A i B sg roztgczne, Zbior ztozony z tych elementow, ktére na-

jesliich iloczyn jest zbiorem pustym. lezg do A i do B nazywamy iloczynem (lub
czescig wspodlng) zbioréw A i B i oznaczamy
symbolem A\ B. Zatem:

XeA\B & (xe AAx € B).

A




Zauwazmy, ze dla dowolnych zbioréw A, B zachodzg réwnosci:

AvB = (A\B)v(B\A)v(AnB),

oraz
(A\B)~(B\A)=2.
Ponadto, jesli zbiér A zawiera sie w zbiorze B, to:

AvB=B, A~nB=A oraz A\ B=g.

Niech

A={13,5 7}orazB = {3, 5, 10}.
Wowczas:

AvB={1,3,5,7 10}, ArB={3,5},A\B={1,7}
oraz B\ A ={10}.

Zatdzmy, ze zbidr A jest podzbiorem pewnego ustalonego zbioru
X zwanego przestrzenig. Dopetnieniem zbioru A (do przestrze-
ni X) nazywamy zbiér X \ A. Oznaczamy go symbolem A’ .

Oczywiscie:

AnA=g oraz AvA=X.

Zachodzg rowniez nastepujgce prawa de Morgana:

(AvB)'=AnrB’,

(A~B)'=A'VB'.
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